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Задание:

· Найти статистические оценки числовых характеристик случайных величин(математического ожидания, дисперсии, среднеквадратического отклонения).
· Построить интервальный статистический ряд распределения случайной величины Х и соответствующую ему статистическую функцию распределения F*(x), построить гистограмму.
· По виду гистограммы сформулировать гипотезу о теоретическом законе распределения.
· Используя методы максимального правдоподобия или моментов, найти оценки параметров выбранного закона распределения и вычислить их.
· Теоретические законы f(x) и F(x) построить вместе с гистограммой и статистической функцией распределения F*(x).
· С помощью критерия Пирсона проверить гипотезу о соответствии выбранной теории закона экспериментальным данным.
· Провести моделирование измерений

· Методом наименьших квадратов построить полиномиальную аппроксимацию измеряемой зависимости

· С помощью критерия согласия проверить гипотезу об адекватности найденной аппроксимации модели 

Теория:
Определение 1.  Математическая статистика — наука о математических методах, позволяющих по статистическим данным, например по реализациям случайной величины (СВ), постро​ить теоретико-вероятностную модель исследуемого явления. Задачи математической статистики являются, в некотором смысле, обратны​ми к задачам теории вероятностей. Центральным понятием матема​тической статистики является выборка.

Определение 2. Однородной выборкой (выборкой) объе​ма n при n(1 называется случайный вектор 

Zn =col(X1, ... , Хп), компоненты которого Xi, i = 1, п, называемые элементами выборки, являются независимыми СВ с одной и той же функцией рас​пределения F(x). Будем говорить, что выборка Zn соответствует функции распределений F(x).
Выборку можно рассматривать двояко:

1. Априорно (до опытов) – координатами выборки являются одинаково распределенные случайные величины (X1 , X2 ...Xn).

2. Апостериорно (после опытов) – когда выборка – совокупность конкретных значений (x1 , x2 ...xn).

Сама величина X, т.е. все возможные её значения, называется генеральной совокупностью. Поэтому выборка является частью генеральной совокупности и обладает элементом случайности. Поэтому статистические характеристики точно определить нельзя без методов теории вероятностей. Эти характеристики являются случайными величинами.

Основные задачи математической статистики:

1. Определение закона распределения случайной величины X, т.е. формирование гипотезы о возможном распределении.

2. Определение параметров распределения; все характеристики, определяемые по выборке, называются статистическими, а найденные по опытам их значения – оценкой.

3. Оценивание точности и достоверности оценок и параметров распределения.

4. Оценка правдоподобия гипотезы, т.е. количественная оценка того, насколько та или иная гипотеза согласуется с данными выборки.
Гистограмма 

Пусть получена выборка. Если ее расположить в порядке возрастания получим вариационный ряд х1, х0,…, хn.

Выберем  и определим частоту попаданий наблюдений левее х: mx/n, где mx число элементов вариационного ряда левее х, n – число элементов вариационного ряда. По аналогии с функцией распределения в математической статистике эта величина является статистической функцией распределения. 

При большом числе наблюдений m  весь диапазон различных значений [x1, xn] делится на k  промежутков. Подсчитывается  число наблюдений в каждом из интервалов и далее рассматриваются значения х -  группа значений в количестве mi , попавших в этот интервал. Тогда 
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 (частота попадания в i-ый интервал).

Строим статистический ряд распределения:
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Определение 3. Отношение  
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Гистограмма - статистический аналог плотности распределения. 

Критерий хи-квадрат
Для проверки согласия данных с гипотезой 
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  в общей выборочной модели
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 используется критерий хи-квадрат. Для этого множество элементарных исходов 
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 необходимо разбить на 
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 непересекающихся частей 
[image: image10.wmf]i

A

 и вычислить следующие величины 
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Определение 4.  Пусть Uk, k= 1...n, - набор из n независимых нормально распределенных СВ, Uk~N(0,1). Тогда СВ 
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 имеет распределение хи-квадрат (X2-распределение) с n степенями свободы, что обозначается Х ~X2(n).

                            СВ Х имеет следующую плотность распределения:
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Рис. 1: Плотности распределения [image: image15.png]Hy



 при разных k
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Замечание 1. Характеристическая функция СВ Х имеет вид:
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Начальные моменты СВ Х находятся по свойству 
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Замечание 2. Сумма любого числа n независимых СВ X, имеющих распределение хи-квадрат с nk степенями свободы имеет распределение хи-квадрат с n степенями свободы. Это можно доказать, используя свойства характеристической функции

Замечание 3. Распределение хи-квадрат имеет многочисленные: приложения в математической статистике.

Точечные оценки и их свойства (Мх, Dх)

Определение 5. Пусть выборка Zn = соl(Х1, ...,Хn) соответствует функции распределения F(х,() = Р{Х < x}, зависящей от неизвестного параметра 0. Точечной (выборочной) оценкой неизвестного параметра ( называется функция в(Zn) случайной выборки Zn, реализация (( Zn) которой принимается за приближенное значение (.

Определение 6. Оценка в (Zn) параметра в называется несмещенной, если ее МО при любом n равно в, т.е. М[((Zn)]= (.
Определение 7. Оценка ((Zn)называется состоятельной, если, она сходится по вероятности к (, т.е. ((Zn) —> ( при n —> (.

Замечание 4. Свойствами состоятельности и несмещенности могут обладать сразу несколько оценок неизвестного параметра (.
Определение 8. Несмещенная оценка ((Zn) параметра ( называется эффективной, если D[(( Zn)] < D[(( Zn)] для всех несмещенных оценок в(Zn), т.е. ее дисперсия минимальна по сравнению с дисперсиями других несмещенных оценок при одном и том же объеме n выборки  Zn.

Замечание 5. Пусть СВ Х имеет нормальное распределение N(mx,бx) с неизвестными параметрами (1 = mx, (2=бx. В этом случае выборочное среднее Мх является эффективной оценкой МО.

Точечные характеристики случайных величин. Пусть плотность f(x) непрерывной СВ Х такая, что сходится интеграл
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Определение 9. Число Mx =[image: image20.wmf]¥
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  называется математическим ожиданием (МО) непрерывной СВ Х. 

Определение 10. Начальным [image: image21.wmf]v
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  и центральным μr моментом порядка r непрерывной СВ Х называются числа
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 , r = 2,3…,
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Для дискретной СВ с конечным  числом значений интегралы в определении 6 заменяются суммами:
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Определение 11. Центральный момент второго порядка μ2 называется  дисперсией СВ Х и обозначается как dx=D[x]=μ2=[image: image30.wmf]M
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. Дисперсия dx характеризует степень рассеивания реализаций СВ Х около ее МО.

Статистические оценки

Пусть Х1, ..., ..., Хn  - выборка из распределения F(x) = F(x,θ), зависящего от неизвестного параметра θ. Оценкой θ называют любую функцию 
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ˆ

 = ƒ( Х1, ..., Хn), независящую от θ.

Свойства оценок:

Оценка 
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называется несмещенной, если М
[image: image34.wmf]q
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=θ при всех возможных θ. Если оценка не является несмещенной, то она смещенная. 

Оценка 
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ˆ

 называется состоятельной, если 
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 при любом ε>0, т.е. 
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 сходится к θ по вероятности. Для состоятельной оценки 
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 при больших n 
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Выборочным средним называется: 
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Выборочная дисперсия: 
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k-й выборочный начальный момент: 
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k-й выборочный центральный момент: 
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Пусть 
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- несмещенные оценки θ, тогда оценка с наименьшей дисперсией называется оптимальной.

Пусть есть класс, состоящий из всех несмещенных оценок параметра θ, тогда для всякой 
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 верно неравенство Рао-Крамера: 
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Несмещенная оценка 
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 называется эффективной, если на ней достигается нижняя граница неравенства Рао-Крамера, т.е. 
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Метод наименьших квадратов

Определение 12. МНК - оценками, полученными по методу наименьших квадратов неизвестных параметров а и b в линейной регрессивной модели называют оценки значения которых минимизируют квадратическую функцию.

Замечание 6. В данном случае видно, что функция ,Q(Zn,a,b) совпадает по форме с точностью до коэффициентов с логарифмической функцией правдоподобия из примера:

Q(Zn,a,b)=-2б2L(zn,a,b)-2б2n ln(б
[image: image50.wmf]p
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Поэтому минимум функции Q(Zn,a,b) по параметрам а и b достигается при тех же значениях а и Ь, что и в методе максимального правдоподобия (минимизация функции Q(Zn,a,b)  по а и b эквивалентна максимизации функции Q(Zn,a,b)  

Замечание 7. Найденные по методу наименьших квадратов оценки а(Zn) и b(Zn) неизвестных параметров а и b имеют место для произвольных случайных ошибок Wk и случайных коэффициентов Хk, тогда как по методу максимального правдоподобия эти же оценки получены в предположении о нормальности Wk. и для детерминированных значений хk, k= 1...n. Иными словами, МНК - оценки оказываются более робастными, т.е. менее чувствительными к априорной информации о случайных коэффициентах Хk и ошибках Wk по сравнению с ММП- оценками.

Замечание 8. Исследуем статистические свойства найденных МНК - оценок а(Zn) и b(Zn) при априорной выборке Zn = со1(У1,..., Уn, Х1, ...,Хn). Предполагая существование моментов у СВ Y и Х и переходя к пределу в соотношениях для а(Zn) и b(Zn) при n (( , по закону больших чисел  получаем
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 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf]]
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Поэтому в пределе при n(( получаем 
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Далее, учитывая, что kxy =М[ХУ] - mxmy, находим a*=
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Замечание 9. Проанализируем минимальное значение функции Q(а*, b*). По определению 
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 так как М[У — а*Х — b*] = =mY – a*mx – b* = 0. Таким,  образом, имеем:     
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 откуда следует, что коэффициент корреляции характеризует относительную (в единицах (
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Замечание 10. Оказывается, что общее решение задачи о наилучшем приближении СВ У по наблюдениям за СВ Х тесно связано с понятием условного МО М[У(Х]. Пусть требуется найти оценку У* = φ*(Х), обеспечивающую наилучшее (в среднем квадратическом смысле) приближение СВ У: М[(Y-φ *(Х))2] ( М[(Y-φ *(Х))2], где Y = φ (x) - произвольная оценка СВ Y по X. Можно показать, что у*(Х) = М.[У(Х], т.е. выбор оценки У* = М[У|Х] обеспечивает минимальную среднеквадратическую ошибку оценивания СВ Y по СВ X. В частности, если вектор Z= со1(Х,У) - гаусовский, то из теоремы о нормальной корреляции  следует, что
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т.е. наилучшая оценка Y* линейно зависит от Х и совпадает с оценкой, полученной в замечании 4 с помощью метода наименьших квадратов при условии, что функция у(Х) линейна. График функции у* = М[У|X] называется линией регрессии СВ Y на СВ X. В гауссовском случае линия регрессии - прямая.

Метод максимального правдоподобия.
Определение13.

Оценкой максимального правдоподобия называется величина
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Плотность
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 рассматриваемая при фиксированном 
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 как функция 
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 называется функция правдоподобия  и обозначается 
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Оценки, построенные по методу максимального правдоподобия обладают рядом важных свойств. 

Например, используя критерий факторизации легко доказать, что оценка максимального правдоподобия является функцией любой достаточной статистики.

Так же очевидно, что если 
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 - взаимнооднозначная функция, то оценки максимального правдоподобия для 
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 и 
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 связаны соотношением 
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Этап №1

Исходная выборка:

	2,7
	5,1
	10,7
	2,1
	2
	4,6
	3,5
	2,7
	0,6
	2,4

	1,6
	11,8
	0,3
	0,3
	0
	5,4
	8,5
	3
	3,9
	4,3

	1,5
	5,9
	0,3
	14,2
	7,1
	1
	8,2
	7,1
	6,4
	6,8

	1,7
	2,9
	4,2
	28,5
	0,3
	1,8
	18,5
	4,2
	2,5
	0,3

	8,8
	2,2
	3,2
	0,6
	2,5
	0,3
	2,9
	17
	24,2
	2,2

	3,1
	7,9
	11,8
	0,2
	10,1
	5,6
	3,1
	3,8
	1,3
	1,6

	4,2
	31,6
	0,1
	3,2
	5,2
	10,2
	0,7
	6,3
	2,4
	6,8

	6,6
	2,9
	1,8
	0,4
	2,1
	9,6
	11,2
	9,1
	2,6
	0,9

	14,1
	0,7
	5,8
	13,2
	2,1
	2
	32
	0
	0,5
	2,7


.Построение вариационного ряда :

	0
	0
	0.1
	0.2
	 0.3
	0.3
	0.3
	0.3
	0.3
	0.3

	0.4
	0.5
	0.6
	0.6
	0.7
	0.7
	0.9
	1
	1.3
	1.5

	1.6
	1.6
	1.7
	1.8
	1.8
	2
	2
	2.1
	2.1
	2.1

	2.2
	2.2
	2.4
	2.4
	2.5
	2.5
	2.6
	2.7
	2.7
	2.7

	2.9
	2.9
	2.9
	3
	3.1
	3.1
	3.2
	3.2
	3.5
	3.8

	3.9
	4.2
	4.2
	4.2
	4.3
	4.6
	5.1
	5.2
	5.4
	5.6

	5.8
	5.9
	6.3
	6.4
	6.6
	6.8
	6.8
	7.1
	7.1
	7.9

	8.2
	8.5
	8.8
	9.1
	9.6
	10.1
	10.2
	10.7
	11.2
	11.8

	11.8
	13.2
	14.1
	14.2
	17
	18.5
	24.2
	28.5
	31.6
	32


Cтатистические оценки числовых характеристик СВ:

a) Оценка мат.ожидания M[x]:
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б) Оценка D[x]:
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D=48,5224
  в) Оценка медианы:

me=3.1
  г) Оценка С.К.О:
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D

:=


(=6,965

Построение гистограммы:

(1= (0; 3,2)      //интервалы, на которые              n1=48        //количество наблюдений,

(2= (3,2; 6,4)        разбивается гистограмма        n2=16         попавших в данный  

(3= (6,4; 9,6)                                                              n3=11         интервал  

(4= (9,6; 12,8)                                                            n4=6            

(5= (12,8; 16)                                                             n5=3

(6= (16; 19,2)                                                             n6 =2

(7= (19,2; 22,4)                                                          n7 =0

(8= (22,4;25,6 )                                                          n8 = 1   
(9= (25,6; 28,8)                                                          n9 = 1   
(10=[28,8; 32)                                                             n10 =2
P1*=0.533    //частота                                                       h1=0.1656           //высоты столбцов
P2*=0.177                                                                           h2=0.0531             гистограммы
P3*=0.122                                                                           h3=0.0375
P4*=0.066                                                                           h4=0.0187
P5*=0.033                                                                           h5=0.0093
P6*=0.022                                                                           h6=0.0062                                               
P7*=0.000                                                                           h7=0.0000
P8*=0.011                                                                           h8=0.0031
P9*=0.011                                                                           h9=0.0031
P10*=0.022                                                                         h10=0.0062
Гистограмма
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Построение статистической функция распределения:

F*(x)=P(X<x)



F*(0)=0

F*(3.2)=0,533
F*(6.4)=0,71
F*(9.6)=0,832


F*(12.8)=0,898
F*(16)=0,931
F*(19.2)=0,953
F*(22.4)=0,953



F*(25.6)=0,964
F*(28.8)=0,976


F*(32)=1,0
[image: image73.png]12





Исходя из вида гистограммы, можно выдвинуть гипотезу об экспоненциальном  законе распределения.

Экспоненциальный закон распределения [image: image74.wmf]f
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Проверка гипотезы об экспоненциальном законе распределения с помощью       

критерия Пирсона:

	X
[от, до)
	mi
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	                     (16,475)
	39
	0.333918
	0.941888

	(475,950)
	17
	0.226967
	1.429835

	(950,1400)
	16
	0.141621
	0.238522

	(1400,1850)
	7
	0.094407
	0.630983

	(1850,2360)
	6
	0.069557
	0.131305

	(2360,2800)
	6
	0.039025
	1.127403

	(2800,3300)
	4
	0.029089
	0.409246

	(3300,3650)
	2
	0.013824
	0.275963

	(3650,4150)
	1
	0.013522
	0.091753

	(4150,4716)
	2
	0.009491
	1.163557

	(4716,+)
	0
	0.014263
	1.426339

	
	N=100
	
	7.866791


Этап №2

Исходная матрица:

	11,493
	9,064
	8,548
	4,925
	7,586
	3,511
	2,176
	3,663
	3,159
	2,505

	5,022
	1,836
	1,515
	1,549
	0,936
	-0,119
	-0,260
	0,505
	0,418
	2,218

	0,944
	2,138
	1,057
	2,092
	0,672
	0,681
	-0,096
	0,584
	0,744
	0,797

	0,936
	1,312
	1,969
	2,148
	3,312
	2,884
	1,836
	2,910
	5,861
	6,341

	6,167
	8,489
	8,714
	13,686
	15,274
	14,170
	19,319
	22,884
	24,753
	27,626


Измерения производятся с шагом по аргументу 0.08.

Первое измерение производится в точке t = -2,0

Ошибки измерений – независимые, гауссовские, центрированные случайные величины с общим среднеквадратичным отклонением 1,000
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 Порядок регрессии - Р1=1 
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Матрица системы нормальных  уравнений МНК:
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Вектор значений коэффициентов полинома, с начиная коэффициента при старшей степени:
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Значение статистического критерия проверки правильности выбранного порядка полинома степени Р1 = 1           F = 27128.36085
 Порядок регрессии - Р1=2 
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Матрица системы нормальных  уравнений МНК:
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Вектор значений коэффициентов полинома, начиная с коэффициента при старшей степени:
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Значение статистического критерия проверки правильности выбранного порядка полинома степени Р1 = 2           F = 339.32442
Порядок регрессии - Р1=3 

Матрица системы нормальных  уравнений МНК:
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Вектор значений коэффициентов полинома, начиная с коэффициента при старшей степени:
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Значение статистического критерия проверки правильности выбранного порядка полинома степени Р1 = 3           F = 75.00184
Порядок регрессии - Р1=4

Матрица системы нормальных  уравнений МНК:
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Вектор значений коэффициентов полинома, начиная с коэффициента при старшей степени:
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Значение статистического критерия проверки правильности выбранного порядка полинома степени Р1 = 3           F = 0.63394

Истинный порядок полинома Р1 = 4
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Вектор значений коэффициентов полинома А, начиная с коэффициента при старшей степени:
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