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Постановка задачи:

I. Метода наименьших квадратов ( МНК ). Дан набор чисел { Yk }, представляющий собой  результат измерения функции y = a + bx + cx2  в точках    xk = x0 + hk , k = 0, 1, ..., N-1. Известно, что погрешности измерений  {W k} являются независимыми случайными величинами, распределёнными по закону    N(0, σ2) .

1) В соответствии с МНК по наблюдениям {Yk} вычислить точечные оценки a, b,c,σ неизвестных параметров a,b,c,σ. На одном графике изобразить:

  - множество точек {(xk ,Yk ), k = 0, 1, ..., N-1};

  - функцию регрессии y = a + bx + cx2, x € [x0 , xN-1] .

2) Для заданного уровня доверительной вероятности α построить интервальные оценки параметров a,b,c,σ, а также проверить гипотезы

H1 = {a = a0}, H2 = {b = b0}, H3 = {c = c0}, H4 = {σ = σ0} .

3) Изложить использованные в работе теоретические сведения, оформив их в виде краткого реферата по теме «Метод наименьших квадратов».

II. Проверка гипотезы о законе распределения по критерию Пирсона. 

Эта часть курсовой работы оформляется по результатам проведения лабораторных работ по темам:

- «Определение закона распределения случайной величины по результатам эксперимента» (лабораторная работа №3);

- «Изучение центральной предельной теоремы» (лабораторная работа №4).

Вариант задания:

Y= {-375.97, -423.09, -472.46, -501.37, -598.86, -662.45, -766.49, -837.06, -942.96, -1000.1, -1177.0  -1164.3, -1272.5, -1402.9, -1509.9, -1612.8, -1761.5, -1921.2, -1976.4, -2177.3, -2288.8,  -2442.0,     -2637.5, -2703.1, -2831.4, -3068.1, -3219.4, -3368.0, -3476.8, -3760.9}, N=30, x0=35, h=2.5, α=0.02, a0=19, b0=1.6, c0=-0.33, σ0=70.
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Теоретическая часть

Точечные оценки

Определение 1. Пусть выборка Zn = соl(Х1, ...,Хn) соответствует функции распределения F(х,() = Р{Х < x}, зависящей от неизвестного параметра θ. Точечной (выборочной) оценкой неизвестного параметра ( называется функция в(Zn) случайной выборки Zn, реализация (( Zn) которой принимается за приближенное значение (.

Определение 2. Оценка в (Zn ) параметра в называется несмещенной, если ее МО при любом n равно в, т.е. М[((Zn)]= (.

Определение 3. Оценка ((Zn)называется состоятельной, если, она сходится по вероятности к (, т.е. ((Zn) —> ( при n —> (.

Замечание 1. Свойствами состоятельности и несмещенности могут обладать сразу несколько оценок неизвестного параметра (.

Определение 4. Несмещенная оценка ((Zn) параметра ( называется эффективной, если D[(( Zn)] < D[(( Zn)] для всех несмещенных оценок в(Zn), т.е. ее дисперсия минимальна по сравнению с дисперсиями других несмещенных оценок при одном и том же объеме n выборки  Zn.

Замечание 2. Пусть СВ Х имеет нормальное распределение N(mx,бx) с неизвестными параметрами (1 = mx, (2=бx. В этом случае выборочное среднее Мх является эффективной оценкой МО.

Метод наименьших квадратов

Определение 1. МНК - оценками полученными по методу наименьших квадратов неизвестных параметров а и b в линейной регрессивной модели называют оценки значения которых минимизируют квадратическую функцию.

Замечание 1. В данном случае видно, что функция ,Q(Zn,a,b) совпадает по форме с точностью до коэффициентов с логарифмической функцией правдоподобия из примера:

Q(Zn,a,b)=-2б2L(zn,a,b)-2б2n ln(б
[image: image1.wmf]p
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Поэтому минимум функции Q(Zn,a,b) по параметрам а и b достигается при тех же значениях а и b, что и в методе максимального правдоподобия (минимизация функции Q(Zn,a,b)  по а и b эквивалентна максимизации функции Q(Zn,a,b)).  

Замечание 2. Найденные по методу наименьших квадратов оценки а(Zn) и b(Zn) неизвестных параметров а и b имеют место для произвольных случайных ошибок Wk и случайных коэффициентов Хk, тогда как по методу максимального правдоподобия эти же оценки получены в предположении о нормальности Wk. и для детерминированных значений хk, k= 1...n. Иными словами, МНК - оценки оказываются более робастными, т.е. менее чувствительными к априорной информации о случайных коэффициентах Хk и ошибках Wk по сравнению с ММП- оценками.

Замечание 3. Исследуем статистические свойства найденных МНК - оценок а(Zn) и b(Zn) при априорной выборке Zn = со1(У1,..., Уn, Х1, ...,Хn). Предполагая существование моментов у СВ Y и Х и переходя к пределу в соотношениях для а(Zn) и b(Zn) при n (( , по закону больших чисел  получаем
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 EMBED Equation.3  [image: image3.wmf]]
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Поэтому в пределе при n(( получаем 
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Далее, учитывая, что kxy =М[ХУ] - mxmy, находим a*=
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Замечание 4. Проанализируем минимальное значение функции Q(а*, b*). По определению 
[image: image6.wmf]),
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 так как М[У — а*Х — b*] = =mY – a*mx – b* = 0. Таким,  образом, имеем:     
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 откуда следует, что коэффициент корреляции характеризует относительную (в единицах (
[image: image8.wmf]2
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) величину среднего квадратического отклонения СВ Y от линейной оценки наилучшего приближения Y* = а* Х +b*, т.е. rxy численно характеризует степень линейной стохастической зависимости между СВ Х и Y. Чем ближе \ rxy \ к единице, тем теснее будут группироваться выборочные точки (хk,уk} около прямой у = а*х + b*, называемой прямой среднеквадратической регрессии СВ У на СВ X. Из полученного соотношения следует, что для любых СВ Х и У коэффициент корреляции удовлетворяет неравенству \ rxy \ < 1 При rxy  (1 имеем D[У — а Х — Ь] = 0, т.е. согласно mх СВ Х и У с вероятностью 1 линейно зависимы: У = а*Х + b*.

Замечание 5. Оказывается, что общее решение задачи о наилучшем приближении СВ У по наблюдениям за СВ Х тесно связано с понятием условного МО М[У(Х]. Пусть требуется найти оценку У* = φ*(Х), обеспечивающую наилучшее (в среднем квадратическом смысле) приближение СВ У: М[(Y-φ *(Х))2] ( М[(Y-φ *(Х))2], где Y = φ (x) - произвольная оценка СВ Y по X. Можно показать, что у*(Х) = М.[У(Х], т.е. выбор оценки У* = М[У|Х] обеспечивает минимальную среднеквадратическую ошибку оценивания СВ Y по СВ X. В частности, если вектор Z= со1(Х,У) - гауссовский, то из теоремы о нормальной корреляции  следует, что
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т.е. наилучшая оценка Y* линейно зависит от Х и совпадает с оценкой, полученной в замечании 4 с помощью метода наименьших квадратов при условии, что функция у(Х) линейна. График функции у* = М[У|X] называется линией регрессии СВ Y на СВ X. В гауссовском случае линия регрессии - прямая.

Статистические оценки

Пусть Х1, ..., ..., Хn  - выборка из распределения F(x) = F(x,θ), зависящего от неизвестного параметра θ. Оценкой θ называют любую функцию 
[image: image10.wmf]q

ˆ

 = ƒ( Х1, ..., Хn), независящую от θ.

Свойства оценок:

Оценка 
[image: image11.wmf]q

ˆ

называется несмещенной, если М
[image: image12.wmf]q

ˆ

=θ при всех возможных θ. Если оценка не является несмещенной, то она смещенная. 

Оценка 
[image: image13.wmf]q
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 называется состоятельной, если 
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 при любом ε>0, т.е. 
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 сходится к θ по вероятности. Для состоятельной оценки 
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 при больших n 
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 практически достоверно. 

Выборочным средним называется: 
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Выборочная дисперсия: 
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k-й выборочный начальный момент: 
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k-й выборочный центральный момент: 
[image: image21.wmf](

)

å

=

-

=

m

n

1

i

k

i

k

X

X

n

1

ˆ


Пусть 
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- несмещенные оценки θ, тогда оценка с наименьшей дисперсией называется оптимальной.

Пусть есть класс, состоящий из всех несмещенных оценок параметра θ, тогда для всякой 
[image: image23.wmf]q
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 верно неравенство Рао-Крамера: 
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- информация Фишера.

Несмещенная оценка 
[image: image26.wmf]q
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 называется эффективной, если на ней достигается нижняя граница неравенства Рао-Крамера, т.е. 
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Коэффициент корреляции

Коэффициент корреляции ρ - числовая характеристика совместного распределения двух случайных величин, выражающая их взаимосвязь и характеризует их линейную зависимость. Коэффициент корреляции 
[image: image28.wmf](
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 для случайных величин ξ и ( определяется равенством
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где cov(ξ,η) - ковариация случайных величин ξ и η. Независимые случайные величины являются некоррелированными (cov(ξ,η) = 0). 

Коэффициент корреляции для ξ и η совпадает с ковариацией для нормированных величин. Коэффициент корреляции симметричен относительно ξ и η и инвариантен относительно изменения начала отсчета и масштаба. При этом 
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. Значение коэффициента корреляции как одной из возможных мер взаимосвязи определяется следующими его свойствами: 1) если величина ξ и η независимы, то 
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(обратное утверждение в этом случае неверно), о величинах, для которых 
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тогда и только тогда, когда величины связаны линейной функциональной зависимостью:
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Основные распределения в статистике
Нормальное (гауссовское) распределение
Говорят, что непрерывная случайная величина ξ имеет нормальное (гаусовское) распределение с параметрами m и σ2>0, что символически записывается ξ~N(m;σ2), если плотность вероятности имеет вид
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Математическое ожидание и дисперсия совпадают, соответственно, с первым и вторым параметрами распределения

Mξ=m,   Dξ=σ2
Для функции распределения справедливо следующее представление:
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     где 
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- функция Лапласа, значения которой могут быть найдены в таблицах. Функция Лапласа обладает следующими основными свойствами:

1. Фо(0) = 0;

2. Фо(-х) =- Фо(х);

3. 
[image: image38.wmf];
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4. Фо(х) монотонно возрастает

Распределение хи—квадрат

Определение 1. Пусть Uk, k= 1...n, - набор из n независимых нормально распределенных СВ, Uk~N(0,1). Тогда СВ 
[image: image39.wmf]å
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 имеет распределение хи-квадрат (X2-распределение) с n степенями свободы, что обозначается Х ~X2(n).

Замечание 1. СВ Х имеет следующую плотность распределения:

[image: image40.png]



Рис. 1: Плотности распределения [image: image41.png]Hy



 при разных k
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    Замечание 2. Характеристическая функция СВ Х имеет вид:

Начальные моменты СВ Х находятся по свойству 
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Замечание 3. Сумма любого числа n независимых СВ X, имеющих распределение хи-квадрат с nk степенями свободы имеет распределение хи-квадрат с n степенями свободы. Это можно доказать, используя свойства характеристической функции

Замечание 4. Распределение хи-квадрат имеет многочисленные: приложения в математической статистике.
Распределение Стьюдента
Определение 1. Пусть U и Х - независимые СВ, U ~ N(0,1), Х ~X2(n). Тогда СВ Т= U
[image: image45.wmf]X

/

n

 имеет распределение Стъюдента с n степенями свободы., что обозначают как Т ~S(n). СВ Т имеет плотность распределения:


[image: image46.wmf].
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Замечание 1. Графики функции (T{х) (см. рис. 1), называемые кривыми Стьюдента, симметричны при всех n = 1,2,... относительно оси ординат.

Замечание 2. Можно показать, что при n —>( плотность вероятности распределения  СВ 

Т ~S(n) сходится к плотности вероятности стандартного нормального распределения N(0,1), т.е.
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Действительно, пусть n = 2m. Тогда:
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Если n(( и m((, то согласно известному замечательному пределу получим


[image: image49.wmf].
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Таким образом,
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Так как fT(x) удовлетворяет условию нормировки, то и предельная функция должна удовлетворять условию нормировки, т.е. являться плотностью. Поэтому из условия нормировки плотности получаем
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При n > 30 распределение Стьюдента практически не отличается от N(0,1). Однако при n < 30 отличия существенны.
Квантиль – распределение
Число Zα, где 0 < α < 1 называется α - квантилью строго монотонного распределения F(x), если F(Zα) = α. Число Zα, где 0 < α < 1 называется α - квантилью произвольного распределения F(x), если Zα = min{x:F(x) > α.}. 
Доверительные интервалы
Пусть, как обычно, имеется выборка 
[image: image52.wmf])
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=$\vec X=(X_1,\ldots,X_n)$"
из распределенияPRIVATE "TYPE=PICT;ALT=$$"
с неизвестным параметромPRIVATE "TYPE=PICT;ALT=$$".До сих пор мы занимались "точечным оцениванием" неизвестного параметра - находили число ("оценку"), способную (из каких-то разумных соображений) заменить параметр. 

Существует другой подход к оцениванию, при котором мы указываем интервал, в котором с заданной наперед вероятностью лежит параметр. Такой подход называется "интервальным оцениванием". Сразу заметим, (хотя бы из философских соображений): чем больше уверенность в том, что параметр лежит в интервале, тем шире интервал. Так что мечтать найти диапазон, в котором 
[image: image55.wmf]q

 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=$$"
лежит с вероятностью 1, бессмысленно - это вся область .

 Интервальное оценивание
Определение 1. Пусть 0<<1. Интервал [image: image57.png]vﬂ

6,6%) = (67 (X,2),07(X,2))
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называется точным доверительным интервалом для параметра 
[image: image58.wmf]q

 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=$$"


 EMBED Equation.3  
уровня доверия 1-если для любого .

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=$$"
Определение 2. Пусть 0<<1. Интервал [image: image61.png]vﬂ

6,6%) = (67 (X,2),07(X,2))



 называется асимптотическим доверительным интервалом для параметра 
[image: image62.wmf]q

 (асимптотического) уровня доверия 1- если для любого 
[image: image63.wmf]q



 EMBED Equation.3  [image: image64.wmf]J

Î

.

[image: image65.png]lim, - <0<0") = lim, , Py((67.07)3860) >

vxﬂccp




Замечание 1. Случайны здесь границы интервала [image: image66.png](6—.6%)



,  поэтому формулу под знаком вероятности [image: image67.png]


 читают как "интервал [image: image68.png](6—.6%)



 накрывает параметр а не как " PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=$$"лежит в интервале...". Впрочем, это лишь фразеология (но точно отражающая суть дела). 

Замечание 2. Знак 
[image: image69.wmf]e

-

£
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 обычно соответствует дискретным распределениям, когда нельзя обязаться добиться равенства: например, для [image: image70.png]£eByg



 при любом X при любом [image: image71.png]PlE<x)=025



 места не имеет, тогда как

[image: image72.png]P(<z)>025 <+ x>0.



 Прежде чем рассматривать какие-то регулярные способы построения точных и асимптотических ДИ (доверительных интервалов), разберем два примера, предлагающих (очень похожие) способы.

Определение 3. Пусть распределение [image: image73.png]


 со строго монотонной функцией распределения F абсолютно непрерывно. Число [image: image74.png]


 называется квантилью уровня [image: image75.png]


 распределения  [image: image76.png]


, если [image: image77.png]Flrs) =40



.

Итак, [image: image78.png]C=Ti_c/2



 или [image: image79.png]=T



 (квантили стандартного нормального распределения). 

[image: image80.png]



(Плотность стандартного нормального распределения и квантили).

Разрешив неравенство [image: image81.png]—c<n<ec



 относительно a, получим ДИ 

[image: image82.png]l-e=P(-c<y<e)=P,

e<v/n

X-a +_ co <., o
- <c)7Pa(/\fﬁ<a<X+\/;).




Можно подставить [image: image83.png]C=Ti_c/2




[image: image84.png]



Итак, искомый ДИ уровня доверия 1- имеет вид [image: image85.png]



Замечание 3. Часто (но не всегда) в качестве [image: image86.png]


 и [image: image87.png]


 берут квантили уровня 

[image: image88.png]


 и [image: image89.png]


 распределения [image: image90.png]


.

Совершенно аналогично выглядит общий принцип построения асимптотических ДИ: 

1. Найти функцию [image: image91.png]G(X,0)



, слабо сходящуюся к известному (т.е. не зависящему от параметра распределению [image: image92.png]


:

[image: image93.png]GIX.0) = neg




Необходимо, чтобы [image: image94.png]G(X,0)



 была обратима по при любом фиксированном 

[image: image95.png]


.

2. Пусть [image: image96.png]


 и [image: image97.png]


 - квантили распределения [image: image98.png]


, так что [image: image99.png]



3. Разрешив неравенство [image: image100.png]g <G(X,0) < g2



 относительно , получим асимптотический ДИ

Замечание 4. Если [image: image101.png]a(8)



 в знаменателе мешает, то ее можно заменить состоятельной оценкой [image: image102.png]


. Достаточно, чтобы функция [image: image103.png]a(8)



 была непрерывной. 

ЭТАП I. Расчетная часть

Методом наименьших квадратов (МНК) называется метод нахождения параметров приближающей функции y = f(x,a0,a1,am-1) . Данный метод заключается в нахождении параметров ak  таких , чтобы выражение

S = ∑ (y1 – f(x, a0,a1,..., am-1))2  было наименьшим.

Сумма S квадратов отклонений достаточно мала, значит, сами отклонения тоже малы по модулю.

Данный метод применяется только в том случае, когда известны значения функции в её точках.

Для построения линейной регрессии составим таблицу значений функции:

	X
	X2
	Y

	35
	1225
	-358,633

	37,5
	1406,25
	-413,42425

	40
	1600
	-472,578

	42,5
	1806,25
	-536,09425

	45
	2025
	-603,973

	47,5
	2256,25
	-676,21425

	50
	2500
	-752,818

	52,5
	2756,25
	-833,78425

	55
	3025
	-919,113

	57,5
	3306,25
	-1008,80425

	60
	3600
	-1102,858

	62,5
	3906,25
	-1201,27425

	65
	4225
	-1304,053

	67,5
	4556,25
	-1411,19425

	70
	4900
	-1522,698

	72,5
	5256,25
	-1638,56425

	75
	5625
	-1758,793

	77,5
	6006,25
	-1883,38425

	80
	6400
	-2012,338

	82,5
	6806,25
	-2145,65425

	85
	7225
	-2283,333

	87,5
	7656,25
	-2425,37425

	90
	8100
	-2571,778

	92,5
	8556,25
	-2722,54425

	95
	9025
	-2877,673

	97,5
	9506,25
	-3037,16425

	100
	10000
	-3201,018

	102,5
	10506,25
	-3369,23425

	105
	11025
	-3541,813

	107,5
	11556,25
	-3718,75425


Где xk = xk-1 + h .
Найдём точечные оценки â,b,ĉ. Упростив S , получим S = (Y-FA)T(Y-FA), где Y-вектор измерения, а X-матрица размера n x m (где n-колличество измерений , m- число неизвестных) известных функций координат точек измерения , А-вектор неизвестных параметров.

A = (XTX)-1XTY – система нормальных уравнений.
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[image: image112.png]Py(f-<8<") = Py((6,67)26)
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Получаем точечные оценки:

 â=-49.61782508

 b=3.38647112

 ĉ=-0.3492927
Найдём точечную оценку дисперсии σ :

σ2 = (S) / ( n - m ), S = ∑ (yi – (a0 + b0xi + c0xi2))2
S = |Y - Y|2 = |Y - XA|2
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σ2 = |Y - XA|2/( n - m )=2.94881816*104/27=1,09215487*103
где n- количество наблюдений,



      m- порядок регрессии.


σ = √ 1,09215487*103 = 33.04776649.

Для заданного уровня доверительной вероятности α строим интервальные оценки параметров a,b,c, σ, а также проверяем гипотезы Н1={a=a0}, H2={b=b0}, H3={c=c0}, H4={σ=σ0}.
                                        â - Tσ√ akk ≤ a  ≤ â + Tσ√ akk ,

b - Tσ√ bkk ≤ b  ≤ b + Tσ√ bkk ,

ĉ - Tσ√ ckk ≤ c  ≤ ĉ + Tσ√ ckk ,

        S / χ12 ≤ σ2 ≤ S / χ02,

 где Т- квантиль распределения Стьюдента,

        akk, bkk, ckk- коэффициенты для точечных оценок â,b,ĉ,

       χ12-квантиль распределения χ2 для уровня значимости α=0.02

Квантиль распределения Стьюдента, для уровня значимости α=0.02:

T= qt( 1-(α/2),N-3)=2.473

Квантиль распределения χ2 для уровня значимости α=0.02
χ02=qchisq(α/2,N-3)=12.879

χ12= qchisq((1-α/2),N-3)=46.963

Коэффициенты для точечных оценок находятся на главной диагонали матрицы (XTX)-1
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(XTX)-1 =    .  .  .  .bkk  .  .  .
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Таким образом, коэффициенты численно равны:

akk=4.44432703

bkk=3.94334975*10-3
ckk=1.90688066*10-7
Находим интервальные оценки параметров регрессии:


Для параметра а:
-49.626-2.473*33.048*2.108≤a≤-49.626+2.473*33.048*2.108

Для параметра b:


3.386-2.473*33.106*6.28*10-2≤b≤3.386+2.473*33.106*6.28*10-2

Для параметра c:


-0.349-2.473*33.106*4.367*10-4≤c≤-0.349+.473*33.106*4.367*10-4
В итоге получаем следующие интервалы:

a€[-222.21;122.958]

b€[-1.7549;5.141]

c€[-0.38475;-0.31325]

σ€[25.105;;47.94]

Проверим гипотезы Н1={a=a0}, H2={b=b0}, H3={c=c0}, H4={σ=σ0}.
В условии дано: a0=19, b0=1.6, c0=-0.33, σ0=70.

1. Проверим, попадает ли a0=19 в интервал [-222.21;122.958].


a0=19 попадает в интервал, следовательно гипотеза принимается.



     2. Проверим, попадает ли b0=1.6 в интервал [-1.7549;5.141].


b0=1.6 попадает в интервал, следовательно гипотеза принимается.



     3. Проверим, попадает ли c0=-0.33 в интервал [-0.38475;-0.31325].


c0=-0.33 попадает в интервал, следовательно гипотеза принимается.



     4. Проверим, попадает ли σ0=70 в интервал [25.105;;47.94].

σ0=70  в интервал не попадает, следовательно гипотеза отвергается.

Построим график приближаыщей функции Y = a + bx + cx2

	X
	Y
	Y1

	35
	-358,633
	-375,97

	37,5
	-413,42425
	-423,09

	40
	-472,578
	-472,46

	42,5
	-536,09425
	-501,37

	45
	-603,973
	-598,86

	47,5
	-676,21425
	-662,45

	50
	-752,818
	-766,49

	52,5
	-833,78425
	-837,06

	55
	-919,113
	-942,96

	57,5
	-1008,80425
	-1000,1

	60
	-1102,858
	-1177

	62,5
	-1201,27425
	-1164,3

	65
	-1304,053
	-1272,5

	67,5
	-1411,19425
	-1402,9

	70
	-1522,698
	-1509,9

	72,5
	-1638,56425
	-1612,8

	75
	-1758,793
	-1761,5

	77,5
	-1883,38425
	-1921,2

	80
	-2012,338
	-1976,4

	82,5
	-2145,65425
	-2177,3

	85
	-2283,333
	-2288,8

	87,5
	-2425,37425
	-2442

	90
	-2571,778
	-2637,5

	92,5
	-2722,54425
	-2703,1

	95
	-2877,673
	-2831,4

	97,5
	-3037,16425
	-3068,1

	100
	-3201,018
	-3219,4

	102,5
	-3369,23425
	-3368

	105
	-3541,813
	-3476,8

	107,5
	-3718,75425
	-3760,9
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